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1 Wstep

W 1968 roku L.Hormander udowodnit, ze jezeli pola wektorowe Xy, ..., X, na
rozmaitosci M spelniaja nastepujacy warunek:

Warunek Hormandera, Pola wektorowe
Xo, ooy Xp

i ich komutatory (dowolnej dlugosci) rozpinajg przestrzen styczng w kazdym
punkcie M,

wtedy operator
L=Xy—-X}—.. —X?

jest hypoeliptyczny [16]. Badanie operatora L, tzn. np. szacowanie jadra
rozwiazania podstawowego rownania ciepta

Owu(t, x) + Lu(t,z) =0,

wymaga wprowadzenia metryki na M zwiazenej z ukladem pol X, ..., X,
nazywanej metryka podriemannowska.

Najlepiej zbadana jest sytuacja gdy rozmaito$¢ M jest grupa Liego, a
pola Xo, ..., X, sa lewostronnie niezmiennicze [27]. Niniejsza praca poswie-
cona jest badaniu operatora L na pewnych grupach Liego, gdy pola Xy, ..., X,
spelhiaja warunek Hormandera lub operatora Laplace’a-Beltramiego na roz-
maitosciach riemannowskich.

Mysla przewodnia niniejszej pracy jest wykorzystanie faktu skonczonej
szybkosci propagacji fali.

Skoriczona predko$é propagacji fali Niech u(t,z) spetnia réwnanie
O2u(t,z) — Lu(t,z) =0

z warunkiem poczgtkowym supp w(0,-) U supp Ou(0,-) C B(r). Witedy
supp u(t,:) C B(r +t), gdzie B(r) jest kulg o promieniu v dla odpowied-
nio dobranej metryki zwigzanej z operatorem L.

Jest to wynik klasyczny dla operatora Laplace’a-Beltramiego. Wykorzys-
tujac fakt, ze metryka podriemannowska jest granica metryk riemannows-
kich otrzymujemy ten wynik réwniez dla operatoréw spetiajacych warunek



Hormadera na grupach (przy zatozeniu Xy = 0). Pozwala to na wykorzysty-
wanie klasycznego twierdzenia Paley-Wienara, co jest jednym z gléwnych
narzedzi tej pracy.

W rozdziale 2 podsumowujemy dobrze znane fakty dotyczace metryk pod-
riemannowskich dowodzac jednoczes$nie tych twierdzen, z ktorych bedziemy
korzysta¢. Zasadnicze znaczenie ma dla nas przedstawienie metryk podrie-
mannowskich jako granicy metryk riemannowskich.

Zwiazany z tym problem istnienia podaddytywnej, jednorodnej i gladkiej
normy na grupach jednorodnych jest omawiany w rozdziale 3. Podamy tu
dowdd istnienia takich norm pochodzacy z pracy [11].

Rozdzial 4 zawiera dowod wlasnosci skonczonej predkosci propagacji fali
dla operatora Laplace’a-Beltramiego na zupelnych rozmaitosciach rieman-
nowskich i dla lewostronnie niezmienniczych operatoréw podeliptycznych na
grupach Liego. Dowdd ten opiera si¢ na oszacowaniu ”energii” dla réwnania
fali i wzorowany jest na klasycznym dowodzie dla operatora Laplace’a na R™.
Dla operatoréw podeliptycznych udowodnimy wtasnosé¢ skoriczonej predkosci
propagacji, korzystajac z przejs¢ granicznych. W tym punkcie istotne okaza
sie wlasnosci metryk podriemannowskich. Z twierdzen dotyczacych skonczo-
nej predkosci propagacji fali wyprowadzimy twierdzenia podobne do twie-
rdzenia Paley-Wienera. Beda one stuzyly jako jako narzedzie do dowodu
zwartosci nosnikow jader operatoréw mnoznikowych dla badanch przez nas
operatoréw.

W rozdziale 5 udowodnimy punktowe oszacowania dla jader ciepla zwia-
zanych z rozpatrywanymi przez nas operatorami. Otrzymane rezultaty sa
wzmocnieniem wynikéw otrzymanch przez Devisa i Varopoulosa. W $wietle
pracy Molchanowa sa to oszacowania niemal optymalne.

Idea wykorzystania wtasnosci skonczonej predkosci propagacji fali do ba-
dania jadra ciepta pochodzi od Melrose. Jednak dzieki innemu sposobowi
powiazania rownania fali i réwnania ciepla jestesmy w stanie otrzymac moc-
niejsze rezultaty. W drugiej czesci rozdziatu 5 pokazujemy, ze wlasnosé
skonczonej predkosci propagacji fali i oszacowania gausowskie dla jader ciepta
sa réwnowazne. Zagadnienia rozpatrywane w tym rozdziale sa tematem
pracy [23].

Rozdzial ostatni zawiera alternatywny dowdd twierdzenia mnoznikowego
M. Christa [1]. Pokazujemy jak wykorzystanie wiasnosci skoniczonej pred-
kosci propagacji fali pozwala na otrzymanie bardzo prostego dowodu tego
twierdzenia (patrz [22]).



Dziekuje mojemu promotorowi Andrzejowi Hulanickiemu za pomoc przy
powstawaniu tej pracy. Dziekuje réwniez Waldkowi Hebischowi i Jackowi
Dziubanskiemu za cenne uwagi dotyczace omawianych tu zagadnien.

2 Metryka podriemannowska

Rozdzial ten poswiecimy pojeciu metryki podriemannowskiej, nazywanej tez
metryka Carnota-Caratheorody’ego. Szersza bibliografi¢ i uwagi dotyczace
historii tego pojecia mozna znalezé w [24]. Nasze rozwazania ograniczymy
tutaj tylko do grup Liego.

Niech G bedzie spojna grupa Liego, a g jej algebra Liego. Elementy
algebry g bedziemy utozsamia¢ z lewoniezmienniczymi polami wektorowymi
na grupie G. W dalszym ciagu tej pracy bedziemy czesto korzystac¢ z warunku
Hormandera, ktory w przypadku pél lewoniezmienniczych na grupie Liego ma
nastepujaca postac:

Definicja 2.1 Lewoniezmiennicze pola wektorowe Xy, ..., X spetniajg wa-
runek Hormandera, jezeli generujq g jako algebre Liego.

Nastepujacy lemat podaje wazna wilasnosé pol spetiajacych warunek
Hormandera. Dowdd tego lematu, ktory tu podamy, jest wzorowany na
rozwazaniach zawartych w rozdz. 3 [27].

Lemat 2.1 Niech G bedzie spojng grupg Liego i Xy, ..., Xy rodzing pdl
wektorowych spetniajgcych warunek Hormandera. Wtedy kazde dwa punkty
x,y € G mozna polgczyé krzywg v : [a,b] — G, kawalkami gladkg taka,
ze dla wszystkich a < t < b, dla ktorych wektor 5(t) styczny do krzywej v
w punkcie t istnieje, 4(t) € lin{Xy,..., Xg}. Krzywg spelniajgcg powyzsze
warunk: bedziemy nazywac kawatkami gtadkg krzywg dopuszczalng.

Aby pokaza¢ lemat 2.1 udowodnimy najpierw

Lemat 2.2 Niech exp : g — G bedzie odwzorowaniem wyktadniczym. Okre-
slmy odwzorowanie c; : IR — G indukcyjnie, wzorem

(1) c1(t) = exp(tXy),
Cz(t) = exp(tXi)ci_l(t) exp(—tXi)ci_l(t)*l,



gdzie X1, ..., X; sq elementami algebry g. Wtedy dla f € C*(G) i g € G

flgei(t) = flg) + (X, [Xiz1, ... Xa) .. ]f)(g) + O™,
gdzie [X,Y] jest nawiasem Liego pél X i Y.

Dowéd rozbijemy na dwa kroki.

Krok 1. Niech @) bedzie taczna algebra z jednoscia i Q algebra formalnych
szeregow potegowych zmiennej t o wspdtezynnikach z (). Dla z € @) okreslmy
e’ €  wzorem
00 tkzk

R

etz —
k=0

Podobnie jak we wzorze (1) okreslmy & € Q indukeyjnie, formuta

51 (t) = eml
Ez(t) = €miéi_1(t)€_miéi_1(t)_l,

gdzie x; sa elementami algebry ). Wtedy
(2) Gi(t) =14+ t'xy, [wi1, ... 1) .. ] + O™,

Réwnosé (2) rozumiemy tutaj w tym sensie, ze w zapisie ¢; poza czlonem
1 + t'x;[w;_y ... 2] ...] wystepua tylko wyrazenia pomnozone przez t w
potedze wiekszej od 1.

Rzeczywiscie dla i = 1 réwnosé (2) jest oczywista, a nastepujacy ciag
tozsamosci pokazuje poprawnosé kroku indukcyjnego

Cira(t) = e (t)e” m”lc( )_1
= () — Ve (1) 4 (1)

= (1 + twip1)((t) — 1)(1 —txi)G(t) T+ a0 T+ O
= (&) — &) + " o, [, -] ] E@) T+ O
=1+t wi, (2, .. 2] . ]+ O ).

Krok 2. Zalézmy teraz, ze f € C*(G) i dla X € g polézmy F(t) =

f(gexp(tX)). Wtedy
dan

S E'(t) = X" f(g exp(tX))



Szereg Taylora funkcji F' ma wiec w punkcie ¢t = 0 postac

e

t
il

co bedziemy zapisywaé jako (e*X f)(g). Nastepnie wybierzemy Z,,...,Z, € g
i zdefiniujemy funkcje H wzorem

H(ty,...,ts) = f(gexp(t127) ... exp(tsZs))
Zauwazmy, ze

oms
otms

H(ty, ..., ts—1,0) = Z" f(gexp(t1Z1) . .. exp(ts—1Zs-1))

[terujac otrzymujemy
aml +...4+mg

———H(0,...,0) =2 ... 2" :

atgnl o 0t;”6 ( ) ) ) 1 S f(g)

Mozemy wigc szereg Taylora funkcji H w punkcie (0, ..., 0) zapisaé¢ jako
t“ t:Lsg mi mg

(3) Z Z A 2 ),

i1=0 i1s=0 Zl

Wzér (3) mozemy traktowaé jako element algebry formalnych szeregéw po-
tegowych nad algebra obwiednia algebry g, postaci

e el % f(g).

Jedli teraz uzyjemy wzoru (3) do obliczenia szeregu Taylora funkeji K(t) =
f(gci(t)) i nastepnie skorzystamy z réwnosei (2) udowodnionej w kroku 1, to
z postaci szeregu Taylora dla funkcji K wynika, ze

K(t) = f(g) +t'([Xi, [Xic, ... Xa] . ] f)(g) + O™,
co dowodzi lematu 2.2.
Dowdd lematu 2.1. Wybierzmy baze Y, ..., Y, przestrzeni g taka, ze

Y; = [Vki,iv [Vkifl,ia ceey ‘/171] .. .],
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gdzie Vs € lin{ Xy, ..., X }. Istnienie takiej bazy gwarantuja nam zalozenia
lematu 2.1. Zdefiniujmy funkcje ¢; : IR — G wzorem (1) po podstawieniu
za wektory X wektorow V; ;. Niech ¢ : IR" — G bedzie okreslone wzorem

Gty tn) =g e (0™ - (),
Z lematu 2.2 wynika, ze ¢ jest klasy C! i

0

—(0,...,0) =Y,
ot (0,..-,0)

Na mocy twierdzenia o odwzorowaniu odwrotnym wynika stad, ze obraz
1 zawiera pewne otwarte otoczenie punktu g. Latwo jednak zauwazy¢, ze
wszystkie punkty z obrazu v mozna potaczy¢ z g krzywa dopuszczalna. 7
drugiej strony istnienie takiej krzywej taczacej punkty p,q € G wprowadza
na G relacje rownowaznosci, ktora rozbija G' na klasy abstrakcji. Wiasnosci
odwzorowania 1 pokazuja, ze te klasy abstrakcji sa zbiorami otwartymi. Na
mocy zalozenia spdjnosci cata grupa musi wiec naleze¢ do jednej klasy ab-
strakcji, co dowodzi lematu 2.1.

Ze wzgledow technicznych wprowadzmy klase dopuszczalnych krzywych
Lipschitza. Odwzorowanie v : [a,b] — G bedziemy nazywaé krzywa Lip-
schitza jezeli istnieje taka stata C, ze ||[v(t) — v(s)|| < C||t — s||, gdzie od-
legtosé ||y(t) —~(s)]| jest liczona we wspétrzednych lokalnych. Jezeli v speia
powyzszy warunek, to jej pochodna 5(t) istnieje prawie wszedzie i 4(t) € L.
Odwzorowanie v bedziemy nazywaé¢ dopuszczalna krzywa Lipschitza jezeli
jest ona krzywa Lipschitza i ponadto 4(t) € lin{Xy,..., X}, dla prawie
wszystkich t € [a.b].

Zalézmy teraz, ze pola X, ..., X spelniaja warunek Hormandera i wpro-
wadzmy na przestrzeni lin{ X7, ..., X} iloczyn skalarny <, >.

Definicja 2.2 Odlegtos¢ podriemannowskg punktéw p,q € G (odpowiadajgcg
iloczynowi < , >) okreslmy wzorem

b
p(p,q) = inf/ <A,4 > dt,

gdzie infimum jest brane po wszystkich dopuszczalnych krzywych Lipschitza
takich, ze v(a) =p i y(b) = q.



Z lematu 2.1 wynika, ze
Lemat 2.3 Definicja 2.2 definiuje na G metryke zgodng z topologiq G.

Lemat 2.4, ktéry udowodnimy ponizej pokazuje jak mozna otrzymacé me-
tryke okreslona w definicji 2.2 jako granice metryk riemannowskich. Niech

Y1, ..., Yy bedzie bazg ortonormalng przestrzeni lin{ Xy, ..., X3} z iloczynem
skalarnym < , >. Wybierzmy wektory Z1,..., Z; tak by wraz z wektorami
Y, ..., Yy stanowily baze przestrzeni g i okreslmy na g iloczyn skalarny <, >,

tak by wektory Yy,..., Y, 1 €Zy,...,€Z byly baza ortonormalna przestrzeni
g z iloczynem < , >.. Zdefiniujmy dalej p. jako lewoniezmiennicza metryke
Riemanna odpowiadajaca iloczynowi < , >.. Wtedy

Lemat 2.4 Jezeli p jest metrykq podriemanowskq okreslong w definicji 2.2
dla iloczynu < , >, to dla wszystkich punktow p,q € G

(4) lim p(p, q) = p(p, q)

Dowéd. Z definicji iloczynu skalarnego < , >. wynika, ze jezeli €1 > €5,
to dla kazdego X € g

(5) <X, X>,<<X, X >, .
Ponadto jezeli X € lin{Xy,..., X\}, to
(6) <X, X>=<XX>.

Na mocy lematu 2.1 dla wszystkich punktéw p, ¢ istnieje dopuszczalna krzy-
wa Lipschitza taczaca te punkty i z (6) wynika, ze ma ona w metryce odpo-
wiadajacej iloczynowi < , >, te sama dlugo$¢ co w metryce zdefiniowanej
w 2.2 dla <, >. Poniewaz jednak w metryce riemannowskiej odleglos$¢ jest
liczona jako infimum po wiekszej rodzinie krzywych, to

(7) pe(p,q) < p(p,q) < oo.

Zauwazmy ponadto, ze na mocy (5) p.(p, ¢) jest nierosnaca funkcja € i dlatego
granica (4) istnieje. Polézmy

p(p,q) = lim pe(p, q)
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Niech krzywa v, : [0,1] — G, € > 0 bedzie geodezyjna realizujaca minimum
odlegtosci miedzy punktami p i ¢ w metryce wyznaczonej przez iloczyn ska-
larny <, >.. Z wlasnosci geodezyjnych wynika, ze

(8) < Te(t),Je(t) >e= pe(p, 0)*,
dla t € [0,1]. Na mocy (5), (7) i (8) mamy
<), 73e(t) >1< plp,g)? dla e < 1.

Stad na mocy twierdzenia Arzeli-Ascoliego wynika, ze mozemy wybraé taki
ciag €, \, 0 by krzywe v, byly zbiezne jednostajnie do pewnej ciaglej krzywej
7. Zauwazmy, ze poniewaz p.(p,q) jest nierosnaca funkcja €, to

pe(v(),7(s)) = Hm pe(e, (), Ve, (s))
< SUP e, (Ve, (£): e (5)) = p(p, @)t — 5|

dla € > 0. Wynika stad, ze v jest krzywa Lipschitza, wiec 7 istnieje prawie
wszedzie i
9) < (1), 4(t) >e< plp, q)* < oo

Latwo jednak zauwazy¢, ze jesli X ¢ lin{X;,..., X}, to
hn01 <X, X>=x

Stad 4(t) € lin{Xy, ..., Xy.} dla prawie wszystkich ¢ i z (6) i (9) mamy

/<7'y /<'yv ) >12< p(p, q),

co wspdlnie z (7) dowodzi lematu 2.4.

3 Gladka podaddytywna norma jednorodna
na grupie jednorodnej.

Definicja 3.1 Niech G bedzie spdjng i jednospdojng grupg Liego. Jednopara-
metrowq rodzine automorfizmow grupy G {0:}i=o (0t © ds = dis) nazwiemy



rodzing dylatacyi, jezeli pochodne d.o; : g — g odwzorowan 6; w elemencie
neutralnym e grupy G wyrazajg sie wzorem

d:
d .0y e; =1"ej,

gdzie ey, ... e, jest pewng bazg liniowg g a d; sq¢ liczbami rzeczywistymsi
takimi, ze d, > ... > dy > 1. Jezeli na grupie G istnieje taka rodzina
dylatacyi, to G bedziemy nazywac grupg jednorodng. Liczbe Q) okreslong jako

bedziemy nazywaé wymiarem jednorodnym grupy G.

Kazda grupa jednorodna jest nilpotentna, a odwzorowanie wyktadnicze
jest dyfeomorfizmem z algebry Liego tej grupy na sama grupe ([8] Proposition
(1.2)1(1.3)). W dalszym ciagu tego rozdziatu bedziemy utozsamia¢ grupe G z
jej algera Liego g poprzez odwzorowane wyktadnicze. Przy tym utozsamieniu
odwzorowanie d.d; jest tozsame z odwzorowaniem d;.

Celem tego rozdziatu jest udowodnienie, ze na kazdej grupie jednorodne;j
istnieje gtadka podaddytywna norma jednorodna.

Definicja 3.2 Funkcje || - || : G — IRy U {0} bedziemy nazywaé gladkg pod-
addytywng normag jednorodng, jezeli spetnia ona nasteujgce warunki

(o) llzyll < flell + il (b) o] = ¢z}

(c) |z =0 =z =e, (d) ||zl = [l=="]],

(e) || - || jest ciggta, (f) || - || jest gtadka na G — {e}.

Dowdd istnienia gladkiej normy jednorodnej na grupie jednorodnej za-
czniemy od dowodu nastepujacego lematu

Lemat 3.1 Istnienie normy || - || spetniajgcej warunki (a)-(e) jest réwnowa-
zne istnieniu zbioru A € G spetniajgcego nastepujgce warunksi:

(o) A jest otwarty i A jest zwarty,
(B) A jest wypukly tzn. jezeli x,y € A 10 <t <1, todx 0,y € A,
(v) A jest symetryczny to znaczy jezeli x € A, to x71 € A.

Ponadto, jezeli
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(e) (i) brzeg OA zbioru A jest gtadkg rozmaitoscig,
(1) (d/dt)dsx|i=1 ¢ T,(0A) dla wszystkich x € DA,

to norme || - || mozna okreslié tak by spelniata ona réwniez warunek (f).

Dowéd. Niech A bedzie zbiorem speliajacym warunki («)-(7y). Zdefiniu-
jmy norme || - || wzorem

(11) ||| = inf{t : 8,2 € A},
Wtedy, jezeli ||z]| < €i |y <€, to dyjer € Aidyjex € Ainamocy ()
01/(c+e) Y = Oc/(e+e)01/e * Oct (erer)O1/ery € A,

czyli ||zy|| < € 4+ €, co dowodzi warunku (a). Sprawdzenie pozostalych
warunkéw jest tatwe. Implikacje odwrotna otrzymamy kladac

A={x: ||z| < 1}.

Zauwazmy, ze jezeli norma || - || jest zdefiniowana wzorem (11), to warunki
(€) i (f) sa réwnowazne.

Twierdzenie 3.1 Dia kazdej grupy jednorodnej G istnieje zbior A spetnia-
Jacy warunki (o )-(e), a wiec na G istnieje réwniez norma spelniajgca warunki

(a)-(f)-

Dowdd. Jezeli G jest abelowa, to
A={zr=(z1,...,2,): > a7 <1}.
1

Aby pokazaé, ze A spelnia warunek () zauwazmy, ze d; > 1, wigc

(S, (1 02 < () (21— 1))
<t )P+ -0
Warunki («),(7y) i (€) sa spelnione w sposéb oczywisty.
Zauwazmy teraz, ze jezeli G nie jest grupa abelowa, to d, > 21 e, jest w

centrum G, bo
(12) Si([ess e5)) = [Ores, Bre]) =t e, ¢,

11



a zatozylismy, ze 1 < d; < ... <d,. Na mocy wzoru Campbella-Hausdorffa
mamy

(@1, s Tn) - (Y1y oY) = (@1 + 11+ Pr(2y, o 1, Y1y Une1),
oy F Y+ Po(T1, o T, Y1y Ynet)),
gdzie P; sa wielomianami i ponadto poniewaz e, jest w centrum G, to P; nie
zalezy ani od x,, ani od y,.

Dowdéd bedziemy kontynuowaé indukcyjnie ze wzgledu na wymiar grupy
dim G. Niech A’ bedzie podzbiorem grupy ilorazowe;

G'=G/lin{e,} ={Z = (21,..., 201 : 7; € R}

speliajacym warunki («)-(e) i || - [|' odpowiadajaca mu norma. Zauwazmy
teraz , ze istnieje taka stata C', ze

(13) | P, (0, 01-4y)| < 2Ct(1 —t) dla wszystkich z,y € A0 <t <1.

Rzeczywiscie, poniewaz P,(z,0) = P,(0,y) = 0, widzimy, ze kazdy jed-
nomian w P, zalezy jednoczesnie od x i y, wiec poniewaz zbiér A’ jest
ograniczony, to dla pewnej stalej C' nieréwnosé (13) zachodzi. Dalej dla
x = (x1,...,2,), potézmy T = (x1,...,7,_1). Pokazemy teraz, ze jezeli C
jest stala z nieréwnosci (13), a f jest taka funkcja, ze f € C*(0,1), f' <0,
f1<0, f(0)=1, f(1) =0, fR0) =0, fF(1) = —ccdla k =1,2,..., to
zbiér

A={reG:zed izl <C+ f(lzlI)}

réwniez spetnia warunki («)-(e).

Uwaga. Jezeli zalozymy, ze f = 0, to powyzsza konstrukcja daje zbiér
spehiajacy warunki (a)-(v) nie spelniajacy jednak warunku (e).

Dowdd warunkéw (a)-(e) dla A. Warunki («) i () sa spelmione w sposéb
oczywisty. Aby pokazaé¢ warunek () zauwazmy, ze jesli z,y € A, to

5,5..'23 . 51—ty = (Stﬁi' . 51_,5@ € A,.
Dlatego wystarczy, jezeli pokazemy nastepujaca nierownosé
]td"xn + (1 — t)dnyn + Pn((st.f', 517ty)| < C —+ f(H(Sti' . (51—t§”/)-
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Ale d, > 2,0<t<1,f <0,f" <0. Stad, poniewaz na mocy zalozenia
indukcjnego norma || - || spelia warunki (a) i (b), to

t 2, + (1 — )"y, + Po(8:T, 61-47)|

< (CH+ fIZI1) + (1= *(C + £(I7]) + 2011 = 1)
<O +2t(1—t) + (1= 1))+ tf(Izl1) + (1 =) f(17ll')
< C+ izl + @ =Dlgl) < C+ floz - o-yll)-

Warunek(e)(i) jest oczywisty. Warunek (e)(ii) udowodnimy najpierw dla
takich x = (xy,...,2,) € 0A, ze |z, < C. Wtedy = € 0A" i T,(0A) =
Tz:(0A") ® Re,. Dlatego, jezeli (d/dt)dx|i=1 € T,(0A), to (d/dt)dx|i=1 €
Tz(0A’). Ale to jest sprzeczne z zalozeniem indukcyjnym. Zauwazmy teraz,
ze zbior 0OAN{x € R" : z, > C} jest wykresem funkcji g(z) = f(||z|')
g : A" — IR1ize jezeli wektor v = (vi,...,v,) € T4z M, gdzie M jest
wykresem funkcji g, to v, = (d/dt)g(z + tv) = (vg)(Z). Dlatego, jezeli
(d/dt)dix|i=1 € T,(0A), gdzie x = (z,C + f(||z]|')), to na mocy definicji
funkeji f (f' <0),

0 < dpwn = ((d/dt)0,z]i1)(C + f([|7]]"))
= (d/dt) f([16:2 (" e=1 = (d/dt) f(tl|Z]" )= = S (2 z]]” < 0.
Powyzsza sprzecznosé dowodzi warunku (e)(ii) dla 0AN{z € R" : z,, > C'}.
Warunek (€)(ii) dla zbioru 0AN {z € R" : z,, < —C'} wynika z symetrii.

Twierdzenie 3.2, ktére sformulujemy ponizej pokazuje przyktad bardzo
prostego zbioru wypuklego, to znaczy zbioru spemiajacego warunki («)-(e).
Sprawdzenie tych warunkow jest jednak trudniejsze niz w twierdzeniu 3.1.

Twierdzenie 3.2 Niech G bedzie grupg jednorodng i v = (x1,...,T,) jed-
norodnymi wspotrzednymi (§;x = (tg, 1, ..., tq,x,)). Istnieje takie € > 0, Ze
dla wszystkich r < € zbior

A={z: > 27 <r’}

spetnia warunki (a)-(e). W rezultacie istnieje taka podaddytwna norma jed-
norodna na G
|z||" = inf{t : ||01p2] <7},

Ze kula jednostkowa dla tej normy {z : ||z||' < 1} pokrywa sie z kulg w
metryce euklidesowej {x = ||z]] <r} (||z||* = X 2?).
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Dowdéd. Sprawdzimy tylko warunek () poniewaz pozostale warunki sa
oczywiste. Okreslmy

Vi =lin{e; : d; < 2}, Vo =lin{e; : d; > 2}.

Wtedy jako przestrzen liniowa G = Vi @ V5. Poniewaz dy > 1, to z (12)
wynika, ze [z,y] € V5 dla wszystkich z,y € G. Dlatego, jezeli x = (21, x9) 1

Yy = (ylay2)7 to
r-y= (141,22 + 12+ R(z,y)).

Potézmy Ry(z,y) = R((x1,0),(y1,0)) i Ry = R — Ry. Ze wzoru Campbella-
Hausdorffa wynika, ze istnieje taka stata C1, ze jezeli ||z||, ||y|| < 1, to

1R (2, )| < Cilllzs, wa]ll

Dlatego, na mocy nieréwnosci

Iz, w1l < CYllellylll/ Nl = v/ Myl

ktora jest prosta konsekwencja dwuliniowosci i antysymetrii nawiasu Liego
[, ], dla pewnej stalej C; mamy,

(14) 1Rz, )| < Cullzallllyalllles /Nl = w1 /Nyl

dla wszystkich ||z, |ly|| < 1. Réwniez ze wzoru Campbella-Hausdorffa wy-
nika, ze istnieje taka stata C’, ze dla wszystkich ||z, |ly]] < 1

(15) [Re(z, y)|| < C'(lwalllyzll + Nlz2lll[yall + lz2(llly=1)-
Nastepnie potézmy
v = 69 + 01-1y2 + Ra(dix, 614y).
Na mocy definicji d; > 2 dla e; € V3, dlatego z (15) wynika, ze
[oll < € [lzall + (1 = £)*[lgell + C"t(1 = ) (|lzllllyz]l + lzalllly1]] + lz2(l[[y2])-

Jezeli poza tym zatozymy, ze C'(||z1|| + ||z2|| + [|y2]]) <1/210<t <1, to
1
ol < Ellzall + (1 = )°llyall + 51 = (lleall + g2l) < ll2al] + [l
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i ponadto
1
oIl < Elleall + (1 = 1) llall + 5L = )|zl + [lya]])

= tllzall + (1 = )gall = (0L~ D)zl + el
Dlatego
[l + ;t(l = (w2l + [lg2ll) < 2]l + (1 = )12
i
(16) [l (1 +¢(1 = 1)) < [Jol* + (1 = Ol (22l + [|zl])
< (l[oll + ;t(l = )(llz2ll + lly21))* < (tllwall + (1 = O)llyal)*.
Z drugiej strony jezeli (x,y) = > x;y; jest iloczynem skalarnym, to
2vn, v2) < (1 = B)lfor ]2 + Alloa]|2/ (1 — 1)),
Stad
(17) lv+ By (e, o1-ep)[I* < [Jol*(1 +¢(1 — 1))
HIRP[L +4/(#(1 = 1))].

Zauwazmy ponadto, ze

(18) (Ut + 1y1D* = e+ ll* + llzlllylll=/ 20 — /Il

Ostatecznie z (14),(16),(17) i (18) otrzymujemy

162 - 61—y ||* = |61 + S1—epn ||” + [|v + Ri(bi, 61-4y)]?
< ([0l + [[61-e31 D) = 181 [ 1012

|11 /(|61 || — Srsyn /[ o1t [°

HlolP(+ (1 =) + [ Ral[1 +4/(t(1 — 1))]

< (o]l + (1 =)llonl))? + ¢l + (1 = )]v2])?
L+ 4/t = )]CTEL = Ol [l [ [[61-e3n ]
|11 /(|61 || = Srsyn /[ 61—t [°

—[8cz1 [ 10r-etnll1e1 /1wl — S1-er /51—t lll|*.
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Jednak, jezeli 5CF||x1|||ly1]] < 1 to suma ostatnich dwdch wyrazen jest niedo-
datnia i
18e - d1-eyl|* < (tlla]l + (1 = )l + (2]l + (1 = )]yel)?
< (tll=ll + (1 = B)llyll)*

Nieréwnosé ta dowodzi twierdzenia 3.2.

Uwaga. Wazna podklasa algebr jednorodnych sa algebry stratyfikowane.

Definicja 3.3 Powiemy, ze algebra g jest algebrq stratyfikowang, jezeli ist-
nieje taka rodzina podprzestrzeni liniowych g; algebry g, Ze

8= &0,
gdzie & jest sumq prostg przestrzeni lintowych,
(19) 9, 9:]) C gis;

1 ponadto g; generuje g jako algebre Liego.

Na kazdej algebrze stratyfikowanej mozemy zdefiniowaé rodzine dylatacji
wzorem
o = t'w,

dla x € g;. Odpowiadajaca algebrze g jednospdjna grupa G jest wtedy grupa
jednorodna. Jezeli algebra g jednorodnej grupy Liego G jest stratyfikowana
to mozemy uzyska¢ podaddtywna norme jednorodna na G wprowadzajac na
podprzestrzeni g, iloczyn skalarny i rozpatrujac odpowiadajaca mu metryke
podriemannowska p(+,-) okreslona w definicji 2.2. Nietrudno zauwazy¢, ze
funkcja |g| = p(e, g) spelia warunki (a)-(e) z definicji 3.2. Jednak nie wszyst-
kie grupy jednorodne sa grupami stratyfikowanymi i nawet w przypadku grup
stratyfikowanych otrzymana w ten sposéb norma jednorodna zazwyczaj nie
jest gladka.

4 Skonczona predkos¢ propagacji rozwiazan
réwnania fali.
Niech M bedzie spdjna i zupelna rozmaitoscia riemannowska, a dr gltadka,

dodatnig, nigdzie nie znikajaca miarg okreslona na M. Przez B(r,z) bedzie-
my oznacza¢ kule o srodku w punkcie z i promieniu r. Zdefiniujmy operator
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£ wzorem

(20) ef = —div grad f,

gdzie div jest dywergencja wzgledem miary dx (patrz [10] wzér (7.6) str. 370).
Nastepnie przez L bedziemy oznaczaé rozszerzenie Friedrichsa operatora £
(patrz [4] Theorem 1.2.8 str. 10). Operator L jako rozszerzenie Fridriechsa
symetrycznego i dodatnio okreslonego operatora £ jest samosprzezony na
L?(dr). Dla ograniczonej funkcji borelowskiej F : [0,00) — I mozemy
zdefiniowaé¢ operator F(L) : L*(dx) — L?*(dz) wzorem

(21) F(L) = /0 TR dE),

gdzie E()) jest rozkladem spektralnym operatora L. Z twierdzenia Schwartza
o jadrach operatoréw ([15] Theorem 5.2.3 str. 128) wynika, ze istnieje jadro
operatora F'(L), to znaczy taka dystrybucja Kp)(z,y), ze

(22) FI@)@) = [ 6)Kew(.y) dy.
dla funkcji ¢ € C°(M). Niech

Ci(X) = cos(tN),

(23)
sin(t\)
O

St(/\) =

Wiasnosé skoniczonej predkoscei propagacji rozwiazan réwnania fali mozemy
sformutowaé¢ w postaci nastepujacego twierdzenia

Twierdzenie 4.1 Jezeli p(-,-) jest odlegloscig riemannowskg na rozmaitosci
M odpowiadajgcg operatorow: L, to

(24) supp Ko, vz C {(,y) € M : p(z,y) < t},

(25) supp K, 1) C {(z,y) € M* : p(a,y) < t}.

Uwaga 1. Inny dowdd twierdzenia 4.3 mozna znalezé¢ na przykiad w
[25] rozdz. IV. Dowdd prezentowany przez nas ponizej jest uogélnieniem
dowodu skoniczonej predkosci propagacji rozwiazan rownania fali dla klasy-
cznego laplasjanu na przestrzeni R™ z [7].
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2. Korzystajac z twierdzenia 4.2, ktore udowodnimy ponizej, mozna poka-
zaé, ze wzor (25) wynika z (24), umieszczamy go jednak w tezie twierdzenia
4.1 ze wzgledu na potrzeby dowodu.

W naszym dowodzie twierdzenia 4.1 kluczowy bedzie nastepujacy lemat

Lemat 4.1 Zaldéimy, Ze funkcja ® € C*°(M x IR) spelnia réwnanie fali, to
znaczy
(26) O!D(x,t) = —£B(w,t).

Wtedy dla kazdego y € M istnieje taka liczba ¢, > 0, Ze funkcja

P(t) = / < grad ®, grad ® > +|0,®|? dx

B(cy—t,y)

jest dla 0 <t < ¢, funkcjg niemalejgcq.

Dowdd. Aby udowodnié¢ lemat 4.1 wystarczy pokazad, ze

0 P(t) = 0 / < grad ®, grad ® > +|0,®|* dr < 0.
B(ey—ty)
Wybierzmy ¢, w taki sposéb by odwzorowanie wyktadnicze dla rozwazanej
metryki riemannowskiej bylo dyfeomorfizmem z kuli w przestrzeni 7, M na
kule B(cy,y). Nastepnie zauwazmy, ze w tym obszarze wektor styczny do
geodezyjnej jest jednoczesnie wektorem normalnym do sfery wige dla ¢ < ¢,

b / & dz = / é do,
B(t,y) oB(t,y)
gdzie do jest miara powierzchniowa na dB. Stad
(27) 0. P(t) = / 2 < grad ®, grad 0, > + 20,00} P dx
B(cy—t,y)

- / < grad ®, grad ® > + |0,®|* do.
OB(cy—t,y)

Potézmy teraz X; = grad ® i ¢, = 0,P tak, ze X; jest gladkim polem
wektorowym i ¢, € C°°(M). Na mocy definicji gradientu

(28) < grad ¢y, Xy >= Xy
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Z drugiej strony dla dowolnego gladkiego pola wektorowego X i funkcji ¢ €
C=(M)

(29) div 6 X = ¢ div X + X ¢,

([10] twierdzenie 7.10 str. 371). Korzystajac z (28), podstawiajac X; i ¢; do
wzoru (29) i zauwazajac, ze div X; = —£®P na mocy (26) otrzymujemy

(30) < grad 0;®, grad ® >= X, ¢,
= div (Ctht) — gbtdiv Xt =
div (0;Pgrad @) — 0, P (—L£P)
= div (0,Pgrad ®) — 9,90} .
Na mocy (27) i (30) mamy

,P(t) = / 2 div (9, Pgrad &) — / < grad®, grad ® > +|9,9|%do.

B(cy—t,y) OB (cy—t,y)

Oznaczmy przez n wektor normalny do powierzchni 0B(c, — t,y). Z twie-
rdzenia o dywergencji mamy

/ 2div (0yPgrad ®) dx =2 / <n,0®grad® > do

B(ey—t,y) OB (cy—t,y)

< / < grad ®, grad ® > +|0,®|* do,
OB(cy—t,y)

co konczy dowdd lematu 4.1 (poréwnaj [7] rozdz. 5, str. 209-215).

Korzystajac z lematu 4.1 fatwo mozemy otrzymac twierdzenie 4.1. Za-
uwazmy najpierw, ze jezeli ¢, € C°(M), a funkcja W : M x IR — IR jest
okreslona wzorem
(31) U(z, 1) = Cu(VL)(9)(x) + Sy (VL) () (),
to U € C°(M x IR) spelia réwnanie (26) z warunkami poczatkowymi

V(z,0) = o(x),
Oy (x,0) = t(x).



Z lematu 4.1 wynika, ze jezeli ¢, > t, to dla wszyskich funkcji ¢, ¢ € C°(M)
takich, ze

(32) dist{x,supp ¢ Usupp ¥} > t,

mamy W(x,t) = 0. Stad

(33) Supp KCt(ﬁ) (ZL’, ) = Supp KCt(ﬁ)('a :L‘) C B(ta "L‘)a

(34) supp Kg, (/7 (@, ) = supp Kg, /5 (-2) C B(t, z).

Operatory S;(v/L) i Cy(v/L) w mocnej topologii operatorowej sa ciaglymi
funkcjami zmiennej t. Dlatego dla danego punktu z € M zbiér tych t, dla
ktérych warunki (33) i (34) sa spetnione jest domkniety. Stad albo (33) i (34)
jest prawda dla wszystkich ¢, albo sposrod takich liczb 1, ze dla wszystkich
0 <t < t; spelnione sa inkluzje (33) i (34), mozna wybra¢ liczbe najwieksza.
Na mocy zalozenia zupelosci rozpatrywanej metryki riemannowskiej kula
B(t; + 1,x) jest zbiorem zwartym i dlatego istnieje taka stata ¢ > 0, ze dla
kazdego y € B(t1 + 1,2) ¢, > ¢, gdzie ¢, jest stala z lematu 4.1. Z lematu
4.1 wynika teraz, ze jezeli funkcje ¢, ¢ € C°(M) speliaja warunek (32) z ¢
zastapionym przez t; + to, to dla t5 < ¢

(supp W(ta, ) Usupp 9, ¥(tz,-)) N B(t1,x) = 0.

Poniewaz w twierdzeniu spektralnym iloczynowi funkcji odpowiada zlozenie
operatorow, to znaczy

(FG)(L) = F(L) o G(L),
to korzystajac z wzorow
cos(s +t) = costcoss —sintsin s,

sin(s +t) = sintcos s + sin s cos t,

otrzymujemy, ze
U(ts +ty,2) = Cpy (VL)W (b, ) (2) + S, 0p ¥ (f2, ) (2).

Wynika stad, ze inkluzje (33) i (34) sa spetnione dla wszystkich ¢ < ¢; + ¢ co
jest sprzeczne z okresleniem t;. Sprzecznos$é¢ ta dowodzi twierdzenia 4.1.

Prosta konsekwencja twierdzenia 4.1 jest nastepujace twierdzenie, ktére
bedziemy stosowa¢ kilkakrotnie w nastepnych rozdzialach
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Twierdzenie 4.2 Jezeli ograniczona funkcja F' moze byé przedtuzona do
funkcji parzystej © analitycznej na U spetniajgcej warunk: twierdzenia Paley-
Wienera, to znaczy

F(z) < y(1+ |2])" exp(r|Smz|)
dla pewnych statych n,r iy, to dla dystrbucji Kpm)

supp Kr(yz) C {(z,y) : p(z,y) <1},

gdzie Ky, @ p(-,-) sq zdefiniowane tak jak w twierdzeniu 4.1.

Dowéd. Zalézmy dodatkowo, ze F' jest funkcja z klasy Schwartza na IR.
Jezeli F' jest funkcja parzysta to

F(VA) = 1 /OOO E(t) costV/ A dt,

™

gdzie F(t) jest transformata Fouriera funkcji F. Stad
) 1 joo foo 4

(35) / F(VA) dE() = = / / F(t) cos(tv/A) dtdE(N)
0 mJo Jo

Poniewaz F' jest funkcja nalezaca do klasy Schwartza,wiec réwniez F' jest
funkcja z tej klasy i we wzorze (35) mozemy zamieni¢ kolejnosé catkowania.

(36) F(VI) = [" Fmon) ar

™

Z twierdzenia Paley-Wienera wynika, ze supp F c [—r,r]. Stad na mocy
(36) twierdzenie 4.2 wynika z twierdzenia 4.1.

Jezeli F' nie nalezy do klasy Schwartza, to niech H; bedzie gtadka jedno-
Scig aproksymatywng na IR o tej wlasnosci, ze supp H; C [—t,t]. Funkcja
FH, jest transformata Fouriera funkcji F x H,. Jednak F « H, jest funkcja
gltadka o nos$niku zawartym w odcinku [—(¢ + ), ¢ + r]. Funkcja F H, nalezy
wiec do klasy Schwartza i na mocy juz udowodnionej czesci twierdzenia 4.2
wynika, ze
(37) supp Krp, 1) C {(2,9) :plz,y) <r+t},
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Z drugiej jednak strony z twierdzenia spektralnego wynika, ze rodzina oper-
atoréw F(v/LYH,(v/L) zbiega w mocnej topologii operatorowej do F(v/L),
co dla dowolnych funkcji ¢, € C°(M) oznacza, ze

lm [ FH(VL)évw = [ F(/L)oo.

t—0

Stad i z (37) otrzymujemy twierdzenie 4.2 dla wszystkich funkcji ograniczo-
nych.

Pozostata czesé tego rozdziatu poswiecimy sformutowaniu odpowiednikéw
twierdzen 4.1 i 4.2 dla lewostronnie niezmienniczych operatoréw dziatajacych
na grupie Liego. O ile dla laplasjanu te twierdzenia sa po prostu szczegdlnymi
przypadkami twierdzen 4.1 i 4.2 o tyle dla podlaplasjanu ich dowéd bedzie
wymagal dodatkowej argumentacji.

Niech G bedzie spdjna grupa Liego . Przez d.g (d;g) bedziemy oznaczaé
prawoniezmiennicza (odpowiednio lewoniezmiennicza) miare Haara na G.
Niech dalej m(g) bedzie funkcja modularng to znaczy taka, ze

[ #(hg) dvg = m(n) [ 6(g) drg.

Przypomnijmy, jeszcze, ze dig = m(g)d.g. Jak jest to zwykle przyjete
okreslmy splot funkcji ¢y, o € L'(d,g) wzgledem miary d,.g jako

0% 0(h) = [ o(hg™)(g) drg

a dla funkcji ¢y, ¢o € L*(d;g) wzgledem miary d;g wzorem

o x10(h) = [ o(g)u(g™h) dig

tak, ze
(¢ *r ¢)drg = (¢drg) * (¢drg)
oraz

(¢ x1 Y)dig = (¢drg) * (Ydig),

gdzie splot v % p miar v i p okreslony jest wzorem
Jodwsw = [ [ o(gh) dv(g)du(n)
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Nastepnie niech X1, ..., X} bedzie systemem lewoniezmienniczych pél wek-
torowych spelniajacych warunek Hormandera. Zdefiniujmy operatory £, i £
wzorami

(38) /G 06 dg = /G > |Xioldrg, 6 € C(G);
39 0 6 dg = X;0%dig, ¢ € C(G).
(39) Jzo-ddg= [ S0Py, 6€Cx(G)

Latwo obliczy¢, ze
k
_ 2
-2 X
i=1
oraz

—;Xf —m_lg( ZX2 Z m)(e)X;.

=1

Przez L, (L;) bedziemy oznacza¢ samosprzezony operator dzialajacy na prze-
strzeni L?(d,.g) (L*(d;g)), bedacy domknieciem operatora £, (£;). Jezeli teraz
F : IR — IR jest ograniczong funkcja borelowska, to operatory F(L,) :
L*(d.g) — L*(d.g) i F(L;): L*(d;g) — L*(d;g) zdefiniowane przez twierdze-
nie spektralne sa lewoniezmiennicze na G, wigc istnieja takie dystrybucje
Ky, (odpowiednio K ), ze

(40) F(Lr)(¢) = ¢ *; K}’(LT)a

(F(L1)(9) = ¢ %1 Kpry)

dla wszystkich ¢ € C*(G). Zauwazmy, ze miedzy jadrami splotowymi
Ly K, operatoréw F(L,) i F/(Ly), a ich jadrami zdefiniowanymi wzo-
(22) zachodza nastepujace zwiazki

K}?(LT)(J;> = KF(LT)(Q ),

K;"(Ll)(x) = KF(Ll)(e’ [E)

/
(
em

oraz
Kpwy(2,y) = Kpg,y(x~ y)m(z™),

Kpiy(z,y) = K%(Ll)(ifly)-
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W dalszym ciagu, jezeli nie bedzie to powodowaé niejasnosci, bedziemy opu-
szcza¢ indeksy [ i r, szczegdlnie w przypadku grup unimodularnych kiedy
miary d;g, d.g sploty #;, *,. i operatory L;, L, pokrywaja sie. Bedziemy
réwniez przy pewnym naduzyciu notacji opuszczaé¢ ’ w oznaczeniu (40) jadra
splotowego nie robiac rozréznienia miedzy jadrem splotowym i jadrem opera-
tora okreslonym wzorem (22).

Zanim przejdziemy do sformutowania twierdzen dotyczacych nosnikow
jader splotowych zauwazmy jeszcze, ze poniewaz operatory £, i £ zadane
wzorami (38) 1 (39) sa lewostronnie niezmiennicze, to sa one w peli okreslone
poprzez formg kwadratowa Y- | X?(-) zdefiniowana na przestrzeni kostycznej
do elementu neutralnego e grupy GG. Wynika stad, ze mozemy znalez¢é taki
system Yi,...,Y; lewoniezmienniczych poél wektorowych, ktory jest liniowo
niezalezny i podstawiony do wzoréw (38) i (39) da ten sam operator co sys-
tem Xi,..., X Dlatego mozemy zakladaé, ze pola Xi,..., X sa liniowo
niezalezne. Jezeli ponadto system wektorow X, ..., X} jest baza w g, to dla
¢ € C=(G)

k

ST 1Xi6(9)]> =< grad ¢(g), grad ¢(g) >,

i=1

gdzie gradient i iloczyn skalarny jest liczony wzgledem metryki Riemanna,
dla ktorej uktad Xi,..., X} jest baza ortonormalna. Jezeli teraz potozymy
X = grad ¢, to korzystajac ze wzoréw (28) i (29) otrzymujemy, ze

(41) < grad ¢, grad ¢ >= X ¢ = div pX — ¢div X.

Dla funkcji ¢ € C°(G) niech Q C G bedzie zbiorem otwartym, ograniczonym
o gtadkim brzegu takim, ze supp ¢ C Qi ¢(g) = 0 dla g € Q. Z twierdzenia
Stokesa, na mocy (41), mamy

/ < grad ¢, grad ¢ > dw:/ < grad ¢, grad ¢ > dw =
a Q

/ ograd ¢ do — / odivg, grad ¢ dw = —/ odivg, grad ¢ dw.
o9 Q a

Stad
(42) £.¢ = —divg, 4 grad ¢

(&1 = —divg, grad ¢).

Udowodnimy teraz twierdzenie o skoriczonej predkosci propagacji rozwia-
zan réwnania fali dla operatoréow L, i L;.
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Twierdzenie 4.3 Jezeli zbior X4, ..., Xy spelnia warunek Hormandera, ope-
ratotry L, i L; sq zdefiniowany wzoremi (38),(39) i p(-,-) jest odlegtoscig
okreslong w definicji 2.2 odpowiadajgcq uktadow: Xy, ..., X , to

supp Kc,(yz;) C 19 € G p(g,e) < t},
(43)
supp Ke,(yz;) C {19 € G p(g,e) < t}.

Uwaga. Powtarzajac dowdd twierdzenia 4.2 z twierdzenia 4.3 dostajemy
nastepujaca wersje twierdzenia 4.2.

Twierdzenie 4.4 Jezeli ograniczona funkcja F moZe bycé przedluzona do
funkcji parzystej © analitycznej na L' spetniajgcej warunki twierdzenia Paley-
Wienera, to znaczy

F(z) <~(1+ |z])" exp(r|Smz]|)
dla pewnych statych n,r iy, to
supp Kpz) Cl9 € G 1 p(g,e) <},

supp Kpym;) Cl9 € G 1 p(g,e) <7},
gdzie L., Ly i p(-,-) sq okreslone tak jak w twierdzeniu 4.3.

Dowdd twierdzenia 4.3. Udowodnimy twierdzenie 4.3 tylko dla operatora
L,. Dowéd dla operatora L; jest analogiczny. Jezeli Xy,..., X} jest baza g
to twierdzenie 4.3 wynika z twierdzenia 4.1 i wzoru (42).

Jezeli X1, ..., X nie jest baza g, to wybierzmy wektory Y1, ...,Y,, w taki
sposéb by uktad Xi,..., X, Yy, ..., Y, byt baza g i dla € > 0 zdefiniujmy
operator £, wzorem

k l
£.¢ = —divg, 4 grade ¢ = — Zquﬁ — ¢ ZYf(b, peCr,
i=1 i=1

gdzie grad. jest liczony wzgledem lewoniezmienniczej metryki riemannow-
skiej dla, ktorej uktad X, ..., X, €Y7, ..., €Y, jest baza ortonormalna. Podo-
bnie jak poprzednio przez L{ bedziemy oznacza¢ domkniecie operatora £
Nastepnie zdefiniujmy dystrybucje P. € D'(G x IR) wzorem
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(44) < P& >= —/OOO SU(LEY(@(-, 1)) (e) di

gdzie & € C°(G x IR), a Sy(L5)(P(+,t))(e) jest wartosciag w e funkcji @(-,¢)
zmiennej - po natozeniu operatora S;(L¢). Zauwazmy , ze dystrybucja P. jest
rozwiazaniem fundamentalnym dla operatora L + 0?2, to znaczy

(45) (LS4 02) % P. = P (LS 4 02) = §(c.0)-

W powyzszym wzorze przy pewnym naduzyciu notacji traktujemy LS + 02
jako taka dystrybucje, ze ®(xLS + 07) = (L + 07)®. Rzeczywiscie poniewaz
na mocy twierdzenia spektralnego mamy 0.5;(L¢) = Cy(Lg), 0,Cy(LE) =
—LESH(LE) 1 Co(LE) = Id, So(LE) = 0, wiee catkujac dwukrotnie przez czesci
otrzymamy
<O+ LP.,® >=< LP..® > + < P, 0}® >=< L°P,, ® >
—50(L;)(9:@(:, 0))(e) + Co(L;)(® (-, 0))(e) —/0 0/ Se(Ly)(® (- 1))(e) dt
—< [P, > +/ LES,(L)(D(-, D) (e) dt + B(e, 0) = (e, 0).
0

(poréwnaj [15] roz. 6.2). Poniewaz Xi,..., Xy, €Y1,...,€Y; jest baza w g,
wiec na mocy udowodnionej juz czesci twierdzenia 4.3, dla € > 0 mamy

(46) supp P. C {(g,t) : pe(g) < t},

gdzie p(+,-) jest odleglodcia w metryce riemannowskiej odpowiadajacej ukta-
dowi Xy,..., Xy, €Yy, ..., €Y, Jezeli udowodnimy, ze nosniki dystrybucji P,
zbiegaja do nosnika Fy, to na mocy lematu 2.4 otrzymamy, ze

(47) supp Py C {(g,t) : ple,g) < t}.

Stad
supp K, yz) C{9 € G ple,g) <t}

Ale Ci(VL) = 0,S,(v/L) i na mocy powyzszej inkluzji otrzymamy twierdze-
nie 4.3. Aby wiec zakonczy¢ dowdd twierdzenia 4.3 wystarczy udowodnié
nastepujacy lemat
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Lemat 4.2 Jezeli P., € > 0, jest zdefiniowane wzorem (44), to
li_f}% P. = Py,
gdzie zbieznosé jest rozumiana w sensie dystrybucjnym.
Dowdéd. Udowodnimy najpierw, ze
(48) lim &P. =0
Aby pokazaé (48) zdefiniujmy operator A jako
Agp = —divg, 4 grad, ¢,

gdzie grad, jest okreslony wzgledem dowolnej ustalonej metryki prawonie-
zmienniczej na G. Stosujac analogiczny do wzoru (42) wzoér dla operatora A
nietrudno zauwazy¢, ze operator ten jest operatorem prawoniezmienniczym.
Z klasycznej nierownosci Sobolewa otrzymujemy, ze

~  14n

o(e)] < CII(I +A)= ll2(d,2)
Dlatego, jezeli ® € C*°(G x R), to

<P &> | = |/0 Si(LEYD(-, 1) (e) dt|
(49) <C [T+ D) F UL a0t
<O [T+ D) F O paga

Wzér (49) otrzymujemy na mocy tego, ze operatory A i Sy(L¢) komutuja i

15¢ (L) 22 (drg)—12(drg) < T

Dowodzi to (48) poniewaz ostatnia calka nie zalezy od e.
Na mocy wzoru (44) mamy

supp Py C G x (IRT U {0}).

Stad i z (46) wnioskujemy, ze zbiér supp Py N g(supp P.) jest zwarty dla
kazdego g € G. Tak wiec splot dystrybucji Py i P, jest dobrze okreslony
(patrz [15] wzor (4.2.6) str. 104) i z (45) mamy

Py=Pyx (07 + Lg) = P.) = (Po# (97 + LY)) = P
—Pyx Y2+ .. . +Y)xP.=P.— Pyx (Y24 ... +Y?) (&P,

co na mocy (48) dowadzi lematu 4.2.
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5 Ostre punktowe oszacowania dla jader
ciepla

W tym rozdziale bedziemy rozwazac¢ te operatory, dla ktérych w czesci po-
przedniej udowodnilisSmy wiasnos¢ skoriczonej predkosci propagacji rozwiazan
fali, to znaczy samosprzezonych rozszerzen operatoréw zdefiniowanych na
dowolnej rozmaitosci riemannowskiej wzorem (20) lub domknieé¢ grupowo
niezmienniczych eliptycznych i podeliptycznych operatorow okreslonych wzo-
rami (38) lub (39). Jadro ciepla generowane przez tego typu operator L
zdefiniujemy wzorem

(50) pt(x7 y) - KHt(L) ('Ta y)7
gdzie H;(\) = e .
Punktem wyjscia dla naszych rozwazan bedzie nastepujace zalozenie

Ct=42%  jezelit <1
- <
(51 SIp Pl ) < { CrP2 jegelit > 1.

W [5] E. B. Davies udowodnit , ze dla jadra ciepta generowanego przez ope-
rator Laplace’a-Beltramiego na zupelnej rozmaitosci riemanowskiej z (51)
wynika nastepujace oszacowanie:

—d _ (1’, )2 o . .
(52) pe(,y) < Cet /2exp(ﬁ2 jezeli t <1
T G PRew(HEEE) derelit > 1,

gdzie € jest dowolna dotatnia liczba rzeczywista. Nastepnie w [6] E. B.
Davies i M. M. H. Pang, a w [3] Th. Coulhon pokazali, ze tak jak w przy-
padku jadra Gaussa na IR™ mozna z oszacowan (52) usunaé e tyle, ze w
odréznieniu od klasycznego jadra Gaussa mozna to zrobi¢ tylko kosztem
dopisania dodatkowego wielomianowego czynnika. Doktadniej, udowodnili
oni nastepujace wzmocnienie nieréwnosci (52): jezeli d < D, to

(53) pu(,y) < e min {2(1 + p(x,y)/V1)",
P21+ p(x,y) VD }exp (W) :

Jezeli natomiast d > D, to

(54) pu(,y) < cmax {2 (1+ p(z,y) VD),
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P21+ px, y)/ VP } exp <_p(2’y)2> :

Wezesniej nieco stabsze oszacowania tego typu, wymagajace wyzszego stop-
nia dodatkowego wielomianowego czynnika udowodnit N. Th. Varopoulos
w [26]. Dodatkowe dane dotyczace historii gaussowskich oszacowan typu
(52) mozna znalez¢é w [6] 1 [3]. Celem tego rozdziatu jest udowodnienie sil-
niejszych oszacowan przy czym stopien dodatkowego wielomianowego czyn-
nika w naszych oszacowaniach bedzie z dokladnoscia do dowolnego € > 0
najmniejszym mozliwym do uzyskania (w uwagach na koncu tego rozdziatu
wyjasnimy to doktadniej). Dowody w [6] i [3] opieraja sie na metodzie
zaburzania jader ciepta. Nasz dowdd bedzie sie opieral na wlasnosci skon-
czonej predkosci propagacji rozwiazania rownania fali. Idea wykorzystania
skonczonej predkosci propagacji fali do uzyskania oszacowan dla jadra ciepla
byla uzywana wezesniej na przykad w [19], jednak dzieki zastosowaniu wzoru
(61) zamiast (36) do powiazania réwnania fali i pétgrupy ciepta jesteSmy w
stanie otrzymac silniejsze oszacowania.

Niech jadro Kp(1) bedzie zdefiniowane wzorem (22). Zauwazmy, ze
KF(L) (33, y) = KF(L) (y,x),

KF(L) (ZE, y) = KF(L) (y7 l’),

oraz
pat(y,y) = [Ipe(y, ')H%?(dx)-

Ponadto

(55) | F (L) 21 (dwy—r2(dz) = | F (L) || 2(dw)— Lo (da)

= SI;P | Kr (Y, ')HLQ(dac)
Udowodnimy teraz nastepujacy lemat

Lemat 5.1 Dla miara 1, jest okreslonej wzorem

[e.o]

66)  [TFO) dn,0) = [T PN dEO (). p(, ),
mamy
1 vy Moy = [ IFOVI iy (V).
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Dowéd. Polézmy H(X) = e™*. Na mocy defincji F/(L) i Kp(;) mamy

1K pvmy e = [ dEONK pmyw:), Koy (w:)
(57) = [ HEOVH 20 dEOK (0 ): Ky (9:)
= [ ABMNHL) K (0 )), H)E iy (0:):
Dalej
H(L)(K p(yp)(9:-) = Kupwy = Kprwy = FVD)p(y. ),

gdzie D(X\) = F(v/)\). Stad wobec (57)

1K vy 22 (a) = /62A d(ENF(VL)pi(y,-), FVL)pi(y, )
= [IP(VN) 2 dEOpi (5, ), pa(y, )

co dowodzi lematu 5.1.
Nasze oszacowania dla jader ciepta mozemy sformutowa¢ w postaci naste-
pujacego twierdzenia

Twierdzenie 5.1 Niech p; bedzie jadrem ciepla zdefiniowanym wzorem (50).
Zatozmy ponadto, ze spelniona jest nierowno$é (51). Wtedy istnieje stata C.
zalezgca tylko od €,d i D taka, Ze jezeli d < D, to

(58) pe(z,y) < CCemin {t_d/2(1 + p(x, y)/\/g)d—l—i-e’

t—D/2(1 +p(x,y)/\/E)D_1+€}exp <_P(9Zty) )

1 jezeli d > D, to

(59)  p(x,y) < CCamax{t=¥? t7P/2Y(1 + p(x,y) /)
—p(x,y)?
-exp (415) .
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Dowdéd. Zaczniemy dowdd twierdzenia 5.1 od przypadku d = D. Wtedy
(58) 1 (59) redukuja sie do nastepujacej nieréwnosci

pe(z,y) < COL™ 41+ p(a,y) VO exp (W) .

Niech

(x), = r dlaz>0
THTY 0 dlaz<o0

Jak tatwo sprawdzi¢ przez bezposredni rachunek, dla o« > 0

2

exp(—a?) = I’(a—i—l)/o (r* — x2)‘j‘r7’e—r2 dr.

1 —x?

it (415): T(o+1 \/_/ 1t

Stosujac transformate Fouriera do obu stron powyzszej tozsamosci otrzy-
mamy

2 o 1
(60) eXp(—t)\2) = IW/ (@)Q—HS/QFTQ(/\)TQ 4t dT'
gdzie F¢ jest transformata Fouriera funkcji x — T(r —z%)%. Z (60) wynika,
ze

Udowodnimy najpierw twierdzenie 5.1 dla d = D przy nastepujacym do-
datkowym zalozeniu

a+3/2

(r? — 2?)Yre -~ dr.

(62) K gy (9)] < CCr{an d)r2 =4,

dla o > d — 1. Wprost z definicji funkcji F/* wynika, ze
supp F* C [—r, 7]

i na mocy twierdzenia 4.2

(63) supp Kpa () (2,°) C By ().
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Teraz na mocy (61) i (63)

(64)  pi(x,y) < /0 ( 1)‘”3/2\[( oDy (@, y)|re” w dr

o0

( +1)
O‘Jr3/2|K o) (T y)|re” 0 dr
o(z

(a+ 1
Z (62) Wynika, ze

|
/.. <I>a+3/2|K /o y)lre dr

(65) < CCy(d, o / a+3/2 Za=dtlp o=t gy

p(x

= CCy(d, ) / 2°‘_d+1r6_r2 dr.
p(z.y)/
Uzywajac elementarnej nieréwnosci
o
/ rre™ dr < C.(1+ a)exp(—a?),
a

otrzymamy twierdzenie 5.1 przy zalozeniu (62) dla przypadku d = D kladac
y=2a—d+1l,a=¢2+d—-1iC, = 4_d/2r( 2+1)C’1(d, a)C,.

Dowdd (62). Na mocy zalozenn mamy

_d
1pe(2, M2y = P2, 2) < C(2t)72.
Niech p, bedzie miarg zadana przez (56). Wtedy

(66) p((0,7) < e [ e dpu ()
0
< e/°° e () = ellpyz (@, |2 < 25O,
0

Teraz dla funkcji F, potézmy S = signF'\/|F| i H = /|F|. Wtedy F = SH,
wiec

K es)l = | [ Ko@) Kayny.e2) dyl
< IKsm) o e 1Ky ()22

= (O i, )2 [ THO) dpras ()2
= (] 1EO dpe, )2 1FO)] diaay (1))
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czyli

(67) [Kppum@na2)l < ([ 1O iy 0)72( [ 1OV dpea ()2,

7 drugiej strony jednak nietrudny rachunek pokazuje, ze dla pewnej stalej
C, niezalezacej od A i r,

2a+1

68 EX(\ —_—
(65) O] < Cop 3

stad na mocy (66)

2a+1

J)VE O i) < Ca [ s e

2a+1
= Ca / / ds 1+ rs)o‘“)ds dpiz(A)

2a+1

.
= —_— dpig(N) ds
C/ ds l—i-(rsa“/ Hal

3a+28

272 Cs'd
C'/ 1+ rsaH) Cs%ds

5@

_ L 2a—d+1 -2 o
=r CC,e2 2(0z + 1)/0 At 51y ds,

co na mocy (67) dowodzi (62).
Powyzszy dowdd nieréwnosei (62) koniczy dowdd twierdzenia 5.1 dla d =
D. Jezeli d < D, to
pe(z,z) < Ct3

dla wszystkich d < v < D, stad otrzymamy (58) na mocy przypadku d = D.
Aby dowies¢ twierdzenia 5.1 w przypadku d > D zauwazmy, ze jezeli f(z) =
costvx? + a, to z twierdzenia Paley-Wienera mamy

supp f C [~t,1]

i z twierdzenia 4.2 wynika, ze twierdzenie 4.1 jest prawdziwe réwniez, jezeli
zastapimy operator L przez operator L + a, dlatego mozemy stosowac udo-
wodniona juz czes¢ twierdzenia 5.1 do operatora L + a. Jezeli jednak p, jest
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jadrem ciepla generowanym przez operator L, to p,e™ ' jest jadrem ciepla
generowanym przez operator L + a. Zauwazmy teraz, ze dla a < 1

D—d
pi(z,x)e™ " < c1Ca 7T ¢4,

i na mocy udowodnionego juz przypadku d = D

2
P, )e™ < e1Ca”T CUt (14 pla,y) VB exp <_p(°"“4ty>> |

Stad dostajemy (59) ktadaca=1dlat<lia=1/tdlat > 1.

Uwagi. 1. W [20] S. A. Molchanov pokazal, ze jezeli N i S sa przeciwnymi
biegunami d wymiarowej sfery, to

p(N, S)?

(69) (N, S) ~ t=2(1 4 p(S. N)/ VI exp (‘ v

) gdy t | 0.

(69) pokazuje, ze oszacowania (58) i (59), co najmniej w przypadku d < D lub
gdy t dazy do zera, maja z doktadnoscia do € najnizszy stopien dodatkowego
wielomianowego czynnika, jaki mozemy otrzymaé, nie robiac dodatkowych
zalozen o operatorze L.

2. Oszacowania (58) i (59), ktére otrzymaliSmy, sa silniejsze niz (54) i
(53), dla d < D lub gdy t — 0 . Nie wiemy jednak czy réwniez dla d > D i
duzych t jest mozliwe poprawienie oszacowan (53).

Zakonczymy ten rozdzial innym dowodem skornczonej predkosci propa-
gacji rozwiazan rownania fali. Podczas gdy dowody skonczonej predkosci
propagacji fali w rozdziale trzecim opieraly sie na konkretnej postaci ope-
ratoréw, twierdzenie ktore sformutujemy ponizej korzysta tylko z oszacowan
gaussowskich dla jader ciepta. Dowdd ten pokazuje, ze wiasnosé skonczonej
propagacji rozwiazan réwnania fali i gausowskie oszacowania jadra ciepta sa
W pewnym sensie rownowazne.

Twierdzenie 5.2 Niech M bedzie przestrzeniq z miarg dx i metrykg p(, ),
L samosprzezonym dodatnio okreslonym operatorem na L*(dx) i zatdzmy, Ze

Ct=4?  jezelit <1
5 =
HHt(L)HLQ(da:)HLOO(dx) < { Ct=P2  jezelit > 1

Y
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gdzie Hy(\) = e~**. Niech dalej dla potgrupy generowanej przez L zachodzg
nastepujgce gaussowskie oszacowania

Ct‘d/QeXp(bQ%{y)Q) jezelit <1

Ct_D/Qexp(bQ%{yﬁ) jezelit > 1,

(70) pilay) < {

gdzie b > 0 jest stalq rzeczywistq. Wtedy, jezeli ¢, € L*(dz) i ¢(z) =0 dla
2 ¢ B(&,x), ¥(2) =0 dla z ¢ B(&,y), to

(71) < G (VL)¢, 9 >=0,

dla [t] <b(p(x,y) — & — &)

Dowéd. Udowodnimy twierdzenie 5.2 dla d = D. Uogdlnienie dowodu dla
pozostalych przypadkéw nie jest trudne. Zauwazmy najpierw, ze zastepujac
metryke p metryka p’ = bp mozemy przyjaé, ze b = 1. Po drugie poniewaz
zalozyliSmy, iz operator L jest samosprzezony i dodatnio okreslony to z
twierdzenia spektralnego wynika, ze pélgrupa ciepta H,(L) przedtuza sie na
L?(dzr) do analitycznej pétgrupy na péiptaszezyznie Re z > 0. W [4] Davies
udowodnit, ze to analityczne przedhizenie ma nastepujaca wiasnosé

Twierdzenie 5.3 (Davis [{] Theorem 3.4.8 str. 103). Jezeli p,(x,y) jest
jadrem analitycznego przedtuzenia potgrupy spetniajacej zatoZenia twierdzenia

5.2, to ,
(72) p.(. )] < Cy(Re 2) 2 exp(~ e M)

Poniewaz w [4] twierdzenie 5.3 ma nieco inne zatozenia to dla petnosci dowodu
przytoczymy tu dowdd tego twierdzenia.
Dowéd. Kladac z =t + is otrzymujemy

H.(L) = Hyp(L)His (L) Hypo(L).

Stad
| H (D)l tepee < [[Hijo(L)|| L1z - [[Hij2 (L) L2 oo

i na mocy zatozen

(73) [p:(2, )| < Cr(Rez) 2.
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Nastepnie w kacie W = {z: 0 < argz < v}, gdzie 0 < v < 7/2 zdefinujmy
analityczna funkcje f wzorem

= 1 iz .
f(Z) =z d/QPz—l(l’»y)eXp(Zp(x,y)Qe (3 V)Z/sm’y).
Jezeli z = re? i = 0, to na mocy (70) mamy
1 o
|f<z)| = r_d/QCTd/Ze_ip(%y)QTeXp(Zp(i, y)%/sinv%e BZ(E_’Y)) —C.

Jezeli z = re? i 0 = ~, to z (73) wynika, ze
1f(2)| <720 (Re 27142 = Oy (cosy) Y2
Jezeli natomiast z = re” i 0 < 6 < v, to
£(2)] = G (Rez) expl( ol y)Prsin JRe /5 749) <
C(cos )~ 2eXp(1p(w, y)’r/siny).
7 twierdzenia Phragmena-Lindelofa wynika teraz, ze

[f(2)] < Ca(cosy)~

dla wszystkich z € W. Jednakze

po(,y) = =2 (e exp(— ol )% 3 (zsin))

Stad dla —y < 6 < 0 mamy

1 .
[p=(2, )| < r72Cy(cosy) ™ exp(—Re p(x,y)*/ (251n7))

6 1
< —d/2(CO a2 = 20 (~ — 1))
< Cy(Rez) (COS,Y) exp(— p(z, y) sin(y — 0)/(rsiny))

Zastepujac z przez z otrzymujemy

B cost 1 . )
(.1 < Caez) 2 exp(— . y)sin(y — 8] (rsina)
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dla |argz| < v < §. Powyzsza nieréwnosc jest prawdziwa dla wszystkich

Rez > 01 jezeli dla 0 < 6 < 1 polozymy
7= (5)(1—8)+ 3l
to uzywajac prostej nieréwnosci
sin(dn) > dsinny

prawdziwej dla 0 <7 < 710 <4 < 1 otrzymujemy
1 .
p-(2,9)] < CalRez) V2exp(— (e, y)(1 — D)cosh(rsin))
1
< Coldez) Pexp(— plr ) (1 — ) Re(=7)),

co dowodzi twierdzenia 5.3.

Dokoniczenie dowodu twierdzenia 5.2. Ze wzoru (36) wynika, ze

1
VTS

2
_r-
e dr

< H(L)g, ) >= /O T (WD) >
dla ¢, € L*(dz). Stad
5T < Hug (L), >= /OOO(W)‘” ? < Ko, (VL)$, ¢ > e dr.

Innymi stowy funkcja v(s) = s7Y2 < Hg-1(L)¢, 1) > jest transformata
Fouriera- Laplaca funkeji w(r) = (7r)™"/? < C #(VL)$, 1 >. Jezeli funkcje
¢ 1 1) speliaja zalozenia twierdzenia, to z twierdzenia 5.3 wynika, ze dla
n=p(z,y) — & — & mamy

4
| < Hugy-1(L)9, ¢ > | < Cs(Re 5_1)_d/2exp(m772%6 s)

dla e s7! > 0. Stad, na mocy jednej z wersji twierdzenia Paley-Wienera
([15] Theorem 7.4.3 str. 193) wynika, ze

(74) supp w(r) C [p*(1+6/4)7", 00).
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Poniewaz (74) jest spelione dla wszystkich § > 0, to jest to prawda réwniez
przy 6 = 0, co dowodzi twierdzenia 5.2.

Uwaga. Twierdzenie 5.2 mozna wykorzysta¢ do dowodu twierdzenia 4.1.
Przy czym do dowodu wystarcza najstabsze z rozwazanych przez nas osza-
cowan gaussowskich dla jader ciepta to znaczy oszacowania (52). Rzeczywis-

cie ktadac w twierdzenia 5.2 b = ¢, wobec oszacowan (52) otrzymujemy

4+¢
supp Ko, vz C {(w,9) € M* < pl,y) <t——}.

Podobnie jak (74), poniewaz powyzsza inkluzja jest prawdziwa dla wszys-
tkich € > 0, zatem musi by¢ réwniez prawdziwa dla € = 0, co dowodzi
twierdzenia 4.1. W ten sposéb mozemy otrzymadé (58) i (59) nie odwolujac
sie do poprzedniego rozdziatu.

6 Twierdzenie mnoznikowe dla podlaplasja-
nu na grupach jednorodnych.

Klasyczne twierdzenie mnoznikowe Hormandera udowodnione w [14] (patrz
réwniez [15] Theorem 7.9.5 str. 243) méwi, ze jezeli funkcja F' € L>®°(IR™)
spelia nastepujacy warunek

(75) > [RID*F(¢)| dé/R" < C < oo,

la]<s /2<|€|<2R

dla wszystkich R > 0 i pewnej liczby naturalnej s > n/2, to operator
mnoznikowy

TH() = F(€)o(€)

mozna rozszerzy¢ do operatora ciaglego na przestrzeniach LP dla 1 < p < oo
i stabego typu (1,1). Wiadomo (patrz [1]), ze warunek (75) mozna zastapi¢
warunkiem

sup (|- DF( )

ms(mny < 00, dla pewnego s> n/2,

gdzie H*(IR™) jest przestrzenig Sobolewa rzedu s, an € C°(IR,) jest pomoc-
nicza funkcja nie bedaca tozsamosciowo réwna zero. Zauwazmy, ze warunek
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ten nie zalezy od wyboru funkcji 7. Dla mnoznikéw radialnych, to znaczy
mnoznikéw postaci F'(|¢]), gdzie F : IR, — I, a | -| jest norma euklidesowa
na IR", powyzszy warunek jest rownowazny z nastepujacym zalozeniem

(76) sup [m()EF )| s ryy < 00

Prosty rachunek dowodzi, ze funkcja F'(A) spelnia warunek (76) wtedy i
tylko wtedy gdy funkcja A — F(A\?) spelia ten warunek. Tak wigc twierdze-
nie Hormandera daje rowniez warunek wystarczajacy na to by mnoznik spek-
tralny operatora Laplace’a F'(A), ktéry mozemy uzywajac transformaty Fou-
riera zapisa¢ wzorem

(77) F(A)9() = F(I€)6(¢)
byl operatorem ciagtym na LP(IR™) i stabego typu (1.1).

Niech teraz {0;};~0 bedzie rodzina dylatacji na grupie jednorodnej G
(patrz definicja 3.1). Zdefiniujmy dziatanie dylatacji §; na funkcji ¢ € C°(G)
wzorem

019(9) = ¢(0r9)

Dalej dla systemu X7, ..., X; pdl wektorowych speliajacych warunek Hor-
mandera, zdefiniujmy operator £ wzorem

(78) ==Y Xi+...+X;]
i=1

Kazda grupa jednorodna jest unimodularna, wiec operator £ pokrywa sie z
operatorami £; i £, zdefiniowanymi wzorami (38) (39), ktére dla grup uni-
modularnych sa sobie rowne. Zalézmy ponadto, ze £ jest operatorem jed-
norodnym rzedu dwa, to znaczy

£5t¢ == t2 (5,5 (S@) .

Tak jak w poprzednich rozdzialach, bedziemy oznaczac¢ przez L samosprzezo-
ny operator bedacy domknigciem operatora £ w L?(dg) z przestrzeni C2°(G).
W [1] M. Christ udowodnil nastepujace twierdzenie, bedace uogélnieniem
twierdzenia mnoznikowego Hormandera.
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Twierdzenie 6.1 Zaloimy, ze L jest samosprzezonym domknieciem jed-
norodnego operatora zdefiniowanego wzorem (78) na grupie jednorodnej G
wymiaru jednorodnego @ (definicja 3.1). Ponadto niech funkcja F : Ry — L'
spetnia warunek (76) dla pewnego s > @Q/2. Wtedy operator F(L) zdefin-
iowany przy uzyciu rozkladu spektralnego operatora L wzorem (21) jest ciggly
na przestrzeniach LP(G) dla 1 < p < oo i stabego typu (1,1).

Uwagi 1. Wczesniej slabsza wersje powyzszego twierdzenia udowodnili
Hulanicki i Stein ([8] str. 208-215). Wiecej informacji na temat historii
twierdzen mnoznikowych na grupach stratyfikowanych mozna znalezé w [1].

2. Zauwazmy, ze jezeli operator L jest jednorodny i system wektoréw
Xy, ..., Xy spelnia warunek Hérmandera, to grupa G jest stratyfikowana i
jej wymiar jednorodny () jest liczba naturalna, a system Xy, ..., Xy musi by¢
baza przestrzeni g, z definicji 3.3 grupy stratyfikowane;.

Hulanicki i Stein, a takze Christ w swoich dowodach oparli sie na osza-
cowaniach jadra ciepla generowanego przez operator L. Celem tego rozdziatu
jest pokazanie alternatywnego, prostego dowodu twierdzenia 6.1 opartego na
wlasnosci skoniczonej predkosci propagacji rozwiazania réwnania fali. Dowod
twierdzenia 6.1 poprzedzimy dowodem trzech lematdéw.

Lemat 6.1 Niech Aq = —0,, — ... — 0y, bedzie laplasjanem na R°, a L
operatorem na grupie G spetniajgcym zatozenia twierdzenia 6.1. Wtedy

Kewn@fFdg < [ Ky g @) do,

{9€G:|g|>r} {2€ RS [2]>r}

gdzie KF(ﬁ)(g) i KF(\/A—Q) sq zdefiniowane tak jok w (40), p(-,-) jest od-
legtoscig podriemannowskq odpowiadajgcqg operatorowi L i |g| = p(g,e) a |z
jest normg euklidesowg na IRC.

Dowéd. Jezeli potozymy Fi(x) = F(tz), to z jednorodnosci operatora L

wynika, ze 6; 'F(L)§, = F(t*L) i 6; *F(v/L)6, = Fy(v/L). Stad i z definicji
(40) jadra splotowego K r(vE) dostajemy

F,(VL)$ = 6; ' F(VL)6:¢ = 6, (616 * Kp(yp)) = ¢ % (t" 201 Ky g,
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czyli

(79) KFt(ﬁ) (9) = t_QKF(ﬁ)@t*lg)-

Zauwazmy nastepnie, ze poniewaz operator L jest lewostronnie niezmien-
niczy, wigec réwniez mnozniki F'(L) sa lewoniezmiennicze i dlatego miara
Plancherela (1, zdefiniowana w lemacie 5.1, nie zalezy od punktu y, (w dal-
szym ciggu bedziemy opuszczaé indeks y) a ze wzoru (79) wynika, ze

(20) | IROE au() = 22 [ 1Kz (6i19) dg
G

=79 [IPO) du(n),

stad du = A9~ d)\. Poniewaz IR jest réwniez grupa jednorodna wymiaru
@, to z (80) wynika, ze

2 2
(51) J el dg = [ 1Ky agf? de
G R

Jadro K F(\/Aq) mozemy latwo obliczy¢, korzystajac z transformaty Fouriera

p—

(82) Koo /am = FU-D.

Niech teraz x p(,) oznacza funkcje charakterystyczna kuli euklidesowej o pro-
mieniu 7 w IR?. Poniewaz funkcje XB(r)KF(\/@) i(1-— XB(T))KF(\/A_Q) sa
radialne, wiec istnieja takie funkcje M" : IR, — U'i M, : R, — U ze

KMT(\/AQ) - XB(”)KF(\/AQ) ! KM’"(\/AQ) =(1- XB(’")>KF(\/AQ)'

Na mocy twierdzenia 4.2 mamy

(83) supp K, ) Cb(r)={g9€ G: [g] <r}.
Oczywiscie F' = M, + M", dlatego

Kpwny) = K vy + Kur v
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i na mocy (83)

(84) Kpn)(9) = Kyrypylg)  dla gl >
Stad iz (81)

[ el do= [ 1Ky ng</¢Kr@f|dg

lg|>r lg|>r
_/\KT\/—) dr = /yK 2 d,
|z|>r

co dowodzi lematu 6.1.
Na mocy lematu 6.1 dla funkcji F': IR, — L' i liczby a > 0

gl

ﬂme r@—//w K (o) Pdrdg

:/al/u(f) |dgd§/ /\KF(\/—()|dxdr
0 lg|>r 0 |z]|>r

_ / 2| K /gy (@) d.
RQ

Powyzsze rachunki dowodza

Lemat 6.2 Dla dowolnego a > 0
/muK Pdm</muK 5 @) da.

W nastepujacym lemacie przez X i /L bedziemy, przy pewnym naduzyciu
notacji, oznacza¢ nie tylko lewoniezmiennicze pole wektorowe X i operator
V'L ale réwniez takie dystrybucje na grupie G, ze dla funkcji ¢ € C2(G)
mamy ¢ X = X¢é i ¢ VL = L.

Lemat 6.3 Jezeli X; jest jednym z pol definiujgcyh operator L, to

2 2
/wHX*K'fﬂ R e 2

RQ+2
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Dowéd. Poniewaz operatory F(v/L) i v/L komutuja, to

VL% Kpypy) = VLK 5 = Kpp,
gdzie F(\) = AF(\). Stad
(85) /|Xi # Ky |? dg = / 24 K poyry Kpor) 49
G G

/L*KF(IK  dg /|\/_*K vl dg
= [ WKl dg = [ 1Kpnl dg
G G

:/0 INF(V)PAQL d) = / | )
RQ+1

Splot X;* jest operatorem lokalnym to znaczy

(86) supp X; * ¢ C supp ¢,

dla dowolnej funkcji f € C°. Zauwazmy teraz, ze korzystajac z warunkéw
(85) i (86) mozemy tak zmodyfikowaé dow6dy lematéw 6.1 1 6.2 by otrzymaé
lemat 6.3.

Dow6d twierdzenia 6.1. Z warunku (76) wynika, ze sup |F(A)| < 0o i na
mocy twierdzenia spektralnego operator F (\/Z) jest ciaglym operatorem na
L?(dg). Stad z [2] (Théoréme (2.4) str. 74) wynika, ze do dowdu twierdzenia
6.1 wystarczy pokazaé, ze jezeli F' spelnia warunek (76), to

(87) | 1Krun(9) = Kpyp(h ')l dg < € < o
lg|>2|h|
Jezeli Yi,...,Y] jest baza ortonormalna dla lewoniezmienniczej metryki rie-

mannowskiej p(+, -) i v jest geodezyjna realizujaca minimum odleglodci miedzy
punktami e i h™!, to

(89) /\¢> o(h'g |dg<// 1)9)| dtdg

(h.e)
<[z a0 10 (0) i < 1p(e M / i 0] g

G
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gdzie L~(t) = 32, a;(t)Y;. Ostatnia z nieréwnosci (88) wynika stad, ze dla
geodezyjnej Y, |a;(t)|> = 1. Zauwazmy ponadto, ze nieréwnosci (88) za-
chodza dla wszystkich lewoniezmienniczych metryk riemanowskich na danej
grupie i dlatego z lematu 2.4 wynika, ze rowniez jezeli system Xi,..., X}
spelnia warunek Horamandera, to

(89) [160:79) = 6(9)| dg < UnlMasx; [ 1X; = 6] dg,
G G

gdzie |h| jest odlegloécia miedzy h i e w odpowiadajacej uktadowi Xq, ..., Xk
metryce podriemanowskiej.
Jezeli 0 < a < b < ooisupp F € (a,b), to

(90) QI EOllmsryy = [1F(] -]

przy czym wartos¢ stalej cg zalezy tylko od a,b i ). (Dokladniej obie te
normy sa tu réwnowazne.) 7 drugiej strony z definicji przestrzeni Sobolewa

Hs(RP)>

(91) J QBB Ky g de = 1F - D)
RQ
02 [+ PYIK Gy aem P dr = 1P D g
RQ

Z (90), (91) i (92) na mocy lematu 6.2 i 6.3 otrzymujemy, ze jezeli supp
F C (a,b), to

s g1
(93) ([ 1K P+ 1) dg)* < cqllFllusqr .
G
00 ([1Xx K @PQ +1aP) d)t < cual Fllm,
Z (93) na mocy nieréwnsci Schwartza mamy
(95) | 1K rm9)l dg < €227 Crl Flsqi,,
lg|>¢

Ponownie korzystajac z nieréwnosci Schwartza, z (94) i oszacowan (89) otrzy-
mujemy

06) [ 1Keun(9) ~ Keyny (b9l dg < Calpl| P

Hs(Ry)s
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Niech teraz n € C°(IRy) bedzie taka funkcja, ze supp n C (a, b) dla pewnych
a, b S B+ 1

i::on(QiA) =1,
a F' bedzie funkcja speliajaca warunek (76). Potézmy F;(\) = F(A\)n(2')) i
F;(\) = F;(27"\). Oczywiscie supp F; C (a,b). Niech nastepnie
€ = max{Cy, Ca}sup (|- DF(E ),
Na mocy (95) i (96) mamy

| 1K (@)l dg < (R

lg[>|h|

oraz
VK (9) = K (B 9)l dg < 1l
Stad na mocy wzoru (79) mamy

|KF1-(\/Z)(9)| dg =279 / |KF(\/E)((5271'9)| dg

|lg1>[hl lg[>|h|

= [ IKawp (o)l do < O
lg[>27*|h]

oraz
1Kk (9) = Ky (h79)] dg
=27 [ |Kp ) (03-9) = Ky (G- (7'9))] dg
= |1 m(9) = K (@b ™D)g)] dg < C27' |,

Stad, poniewaz F' = > F;, mamy

Ky (9) — KF(\/E)(h_lgﬂ dg
lg|>21h|

<Y [ Kewn(9) - Knynh o)l dg

“®gl>2ln|
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<2 Y [ IKnwplo)ldg

TSI Mg |n)

+ Z /‘KF(I KFi(ﬁ)(hilg)‘dg

1= m+1

0<2 SR Y (2 %n).

—oo<i<m i=m+1

Wybierajac m tak, by 1 < 27™|h| < 2 widzimy, ze powyzsza suma jest
ograniczona niezaleznie od wyboru |h|, co dowodzi (87) i twierdzenia 6.1.

Uwaga. W [21] D. Miiller i E. M. Stein udowodnili, ze dla pewnej klasy
grup mozna w twierdzeniu 6.1 zastapi¢ wymiar jednorodny wymiarem eu-
klidesowym grupy. W [21] udowodnino réwniez, ze jest to wtedy wynik
optymalny. Dla troche szerszej klasy grup, zawartej jednak w klasie grup
nilpotentnych drugiego stopnia nilpotentnosci, twierdzenie mnoznikowe z
wymiarem euklidesowym grupy udowodnit W. Hebisch w [12], a w [13] W.
Hebisch i J. Zienkiewich udowodnili , ze dla tej samej klasy grup twierdzenie
to jest prawdziwe réwniez dla innych operatoréw jednorodnych . W ogdélnym
przypadku jednak nie wiadomo jakie sa optymalne zalozenia dla twierdzenia

mnoznikowego. Inny ciekawy dowdd twierdzenia 6.1 jest zawarty w pracy
[18].
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